
Chapitre 0

Analyse hilbertienne élémentaire

1 Dé�nitions et résultats élémentaires

De�nition 1.1.

Un C-espa
e ve
toriel H est dit pré-hilbertien si il est muni d'une appli
ation (·, ·) : H×H → C

appelée produit s
alaire véri�ant, pour tout x, y, z ∈ H et tout α ∈ C:

(a) (x, y) = (y, x)

(b) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z)

(
) (αx, y) = α(x, y)

(d) (x, x) ∈ R+

(e) (x, x) = 0 ⇒ x = 0.

Comme 
onséquen
e immédiate de 
ette dé�nition, on voit que l'appli
ation x 7→ (x, y) est

linéaire pour tout y ∈ H. On a de plus (0, y) = 0, et (x, z+αy) = (x, z)+α(x, y). Un produit

s
alaire induit une norme naturelle sur un espa
e de pré-hilbertien:

‖x‖ :=
√

(x, x).

Lemma 1.1 (Inégalité de Cau
hy-S
hwarz).

|(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ∀x, y ∈ H.

Démo:

Posons A = ‖x‖2, B = |(x, y)| et C = ‖y‖2. Soit également α ∈ C tel que |α| = 1 et

α(y, x) = B. Alors pour tout r ∈ R on a:

‖x− αry‖2 = (x− αry, x− αry)
= ‖x‖2 − rα(y, x)− rα(x, y) + r2‖y‖2
= A− 2rB + Cr2 ≥ 0.

Si C = 0 allors l'inégalité annon
ée est trivialement véri�ée puisqu'alors y = 0. Sinon on

prend r = B/C et on obtient B2 ≤ AC. �

Lemma 1.2 (Inégalité triangulaire).

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ H.
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Démo:

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y)
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2ℜe{(x, y)} + ‖y‖2
‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ + ‖y‖2 = (‖x‖ + ‖y‖)2

�

Notons que l'appli
ation x, y 7→ ‖x− y‖ dé�nit une distan
e sur H. Ainsi un espa
e préhilber-

tien est en parti
ulier un espa
e métrique.

De�nition 1.2.

Un espa
e pré-hilbertien H muni du produit s
alaire (·, ·) est un espa
e de Hilbert si il est


omplet pour la norme ‖ · ‖ asso
iée au produit s
alaire.

Exemple 1 C
n
muni du produit s
alaire (x,y) := x1y1 + · · · + xnyn pour tout x =

(xj)
n
j=1,y = (yj)

n
j=1 est un Hilbert.

Exemple 2 En notant I un intervalle de R, l'espa
e L2(I) des fon
tions de 
arré intégrable
(modulo l'égalité presque partout au sens de la mesure de Lebesgue) est un espa
e de Hilbert

lorsqu'il est muni du produit s
alaire f, g 7→
∫

I f(t) g(t)dt.

Exemple 3 C 0(I) n'est pas un espa
e de Hilbert lorsqu'il est muni du produit s
alaire

f, g 7→
∫

I f(t) g(t)dt, 
ar il n'est pas 
omplet pour la norme asso
iée.

Lemma 1.3.

Étant donné un espa
e de Hilbert H et son produit s
alaire (·, ·), soit y ∈ H arbitraire. Dé�nis-

sons deux appli
ations ϕ1, ϕ2 : H → C par ϕ1(x) := (x, y) et ϕ2(x) := ‖x‖. Alors 
es deux

appli
ations sont 
ontinues.

Démo:

D'après l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on |ϕ1(x) − ϕ1(x
′)| = |(x − x′, y)| ≤ ‖x − x′‖ ‖y‖.

Don
 ϕ1 est lips
hitzienne au sens de ‖ ‖ et en parti
ulier 
ontinue.

On a d'autre part ‖x‖ = ‖x− x′ + x′‖ ≤ ‖x− x′‖+ ‖x′‖ ⇒ ‖x‖ − ‖x′‖ ≤ ‖x− x′‖. On établit

de même que ‖x′‖ − ‖x‖ ≤ ‖x − x′‖ de sorte que �nalement on obtient |ϕ2(x) − ϕ2(x
′)| =

| ‖x′‖ − ‖x‖ | ≤ ‖x− x′‖. Don
 ϕ1 est lips
hitzienne au sens de ‖ ‖ et 
ontinue. �

2 Proje
tion sur un sous-espa
e

De�nition 2.1.

Un sous-ensemble M ⊂ H d'un espa
e de Hilbert est un sous-espa
e ve
toriel si pour tout

x, y ∈ M et tout α ∈ C on a x+ αy ∈ M.

La norme ‖ ‖ sur H asso
iée au produit s
alaire induit une norme sur M. Si M est fermé pour


ette norme, alors il est 
omplet (un fermé dans un 
omplet est lui-même 
omplet), et 
'est

don
 un sous-espa
e qui est lui-même un espa
e de Hilbert (pour le produit s
alaire induit).
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Theorem 2.1.

Soit H un espa
e de Hilbert et F ⊂ H un sous-espa
e fermé non vide. Alors pour tout u ∈ H
il existe un unique f ∈ F tel que

‖u− f‖ = min
g∈F

‖u− g‖.

Démo:

A l'aide de 
al
uls élémentaires, on montre fa
ilement l'identité suivante (dite identité du

trapèze):

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 ∀x, y ∈ H. (1)

Notons δ := infg∈F ‖u− g‖. Prenons g, g′ ∈ F et appliquons (1) ave
 x = u− g et y = u− g′.
On obtient ‖g− g′‖2 = 2‖u− g′‖2 +2‖u− g′‖2 −‖g+ g′ − 2u‖2. Si f, f ′ ∈ F véri�ent tous les

deux ‖u− f‖ = ‖u− f ′‖ = δ alors on obtient

‖f − f ′‖2 = 4δ2 − 4 ‖u − (f + f ′)/2‖2
︸ ︷︷ ︸

≥δ2

≤ 4δ2 − 4δ2 = 0.

d'où f = f ′
. Il y a don
 uni
ité de f ∈ F véri�ant ‖u− f‖ = δ. Véri�ons qu'un tel f existe.

Soit gk ∈ F, k ≥ 0 une suite telle que

‖gk − u‖ ≤ inf
g∈F

‖g − u‖+ 1/k (2)

De 
e
i on tire en parti
ulier que ‖gk − u‖2 − ‖h − u‖2 ≤ 1/k2 pour tout h ∈ F. Montrons

que la suite (gk) est de Cau
hy pour la norme ‖ ‖. On applique pour 
ela (1) à x = u− gm et

y = u− gk et, puisque h = (gk + gm)/2 ∈ F, on en tire

‖gm − gk‖2 ≤ 2‖u − gm‖2 + 2‖u − gk‖2 − 4‖u − (gm + gk)/2‖2

≤ 2(‖u − gm‖2 − ‖u− g‖2) + 2(‖u − gk‖2 − ‖u− g‖2)
≤ 2/k2 + 2/m2.

Don
 (gk) est de Cau
hy et 
omme F est 
omplet, 
ette suite 
onverge dans F vers une limite

f ∈ F. Par 
ontinuité, on peut alors passer à la limite dans (2) pour k → ∞, et on en tire

‖f − u‖ ≤ infg∈F ‖g − u‖. �

Corollary 2.1.

Ave
 les hypothèses du théorème pré
édent, on a (u− f, g) = 0 ∀g ∈ F.

Démo:

Soit t ∈ R \ {0}. On a ‖u − f + tg‖2 = ‖u − f‖2 + 2tℜe{(u − f, g)} + t2‖g‖2. Puisque

f − tg ∈ F, la propriété de minimisation satisfaite par f implique ‖u − f‖2 ≤ ‖u − f + tg‖2.
On en tire alors 2tℜe{(u− f, g)}+ t2‖g‖2 ≥ 0. En divisant 
ette dernière inégalité par |t|, et
en faisant t → 0+, t > 0 on en tire: ℜe{(u− f, g)} ≥ 0. De même, en faisant t → 0−, t < 0 on

obtient ℜe{(u− f, g)} ≤ 0. On a don
 �nalement

ℜe{(u− f, g)} = 0.


e
i vaut pour tout g ∈ F. On peut don
 
onsidérer ıg au lieu de g (où ı =
√
−1), on obtient

0 = ℜe{(u − f, ıg)} = ℜe{−ı(u − f, g)} = ℑm{(u − f, g)} = 0. Finalement on 
on
lut que

(u− f, g) = 0. �
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3 Résultats d'existen
e-uni
ité

Pour tout x ∈ H l'appli
ation y 7→ (x, y) est anti-linéaire, 
'est-à-dire (x, y + αz) = (x, y) +
α(x, z)∀x, y, z ∈ H et α ∈ C, et 
ontinue d'après le lemme 1.3. Le théorème suivant, fon-

damental en analyse hilbertienne, nous dit que 
'est en fait la forme que prennent toutes les

fon
tionnelles antilinéaires 
ontinues.

Theorem 3.1 (Représentation de Riesz).

Soit H un espa
e de Hilbert muni du produit s
alaire (·, ·) et de la norme ‖ · ‖ 
orrespondante.

Pour toute forme anti-linéaire 
ontinue ϕ : H → C il existe un unique x ∈ H tel que

ϕ(y) = (x, y) ∀y ∈ H.

De plus 
ette 
orrespondan
e est isométrique:

‖x‖ = sup
y∈H\{0}

|ϕ(y)|
‖y‖ .

Démo:

Soit F := Ker(ϕ) = ϕ−1({0}). C'est un sous-espa
e fermé de H 
ar ϕ est 
ontinue.

Supposons que F 6= H sinon ϕ = 0 et le théorème est trivialement véri�é ave
 x = 0. Soit

u ∈ H \ F et f ∈ F tel que ‖u − f‖ = ming∈F ‖u − g‖ (
f théorème 2.1). Posons en�n

z = (u− f)/‖u− f‖ de sorte que ‖z‖ = 1 et (g, z) = (z, g) = 0 pour tout g ∈ F. On 
hoisit

x = ϕ(z) z

On a alors pour tout y ∈ H

(x, y) = (ϕ(z) z, y) = ϕ(z)(z, y) = (z, ϕ(z)y)

(x, y) = (z, ϕ(z)y − ϕ(y)z
︸ ︷︷ ︸

∈Ker(ϕ)=F

) + ϕ(y) (z, z)
︸ ︷︷ ︸

=1

= ϕ(y).


e qui démontre la première partie de l'énon
é. De 
e
i on tire que |ϕ(y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖∀y ∈ H
par Cau
hy-S
hwarz. Don
 en divisant par ‖y‖, et en prenant la borne sup en y, on obtient

sup
y∈H\{0}

|ϕ(y)|
‖y‖ ≤ ‖x‖ =

(x, x)

‖x‖ =
|ϕ(x)|
‖x‖ ≤ sup

y∈H\{0}

|ϕ(y)|
‖y‖ .

�

Une appli
ation a(·, ·) : H × H → C est dite sesquilinéaire si elle véri�e a(x, y + αz) =
a(x, y) + αa(x, z) et a(x+ αz, y) = a(x, y) + αa(z, y) pour tout x, y, z ∈ H et tout α ∈ C.

Theorem 3.2 (rappel: point �xe).

Soit E muni de la norme ‖ · ‖ un espa
e de Bana
h (i.e. un e.v.n 
omplet) et soit S : E → E
une appli
ation 
ontra
tante, 
'est-à-dire ‖S(x) − S(y)‖ ≤ k‖x − y‖ ∀x, y ∈ E où k ∈]0, 1[.
Alors il existe un unique u ∈ E tel que S(u) = u.

Nous 
on
luons 
e 
hapitre par un théorème 
harnière qui est la base de beau
oup de résultats

d'existen
e/uni
ité pour les EDP elliptique. Ce résultat est d'un usage 
onstant tant sur le

plan théorique que numérique.
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Theorem 3.3 (Lax-Milgram).

Soit H un espa
e de Hilbert muni du produit s
alaire (·, ·). Soit a(·, ·) : H×H → C une forme

sesquilinéaire 
ontinue telle qu'il existe α > 0 et

ℜe{a(v, v)} ≥ α‖v‖2 ∀v ∈ H.

Alors pour toute forme anti-linéaire 
ontinue ϕ : H → C il existe un unique u ∈ H tel que

a(u, v) = ϕ(v) ∀v ∈ H.

Démo:

D'après le théorème de Riesz, il existe b ∈ H et une appli
ation linéaire 
ontinue A : H → H
tels que ϕ(v) = (b, v) et a(w, v) = (Aw, v) pour tout w, v ∈ H. On veut démontrer qu'il existe

un unique u ∈ H tel que (Au− b, v) = 0∀v ∈ H, 
e qui s'é
rit en
ore Au = b. Étant donné un
ρ > 0 que nous �xerons plus tard, posons

Sρ(v) := v − ρ(Av − b).

Pour toute valeur de ρ on a Au = b ⇐⇒ Sρ(u) = u. Examinons si Sρ est 
ontra
tante. En

développant l'expression ‖w‖2 = (w,w) où w = Sρ(v)− Sρ(v
′) on obtient

‖Sρ(v)− Sρ(v
′)‖2 = ‖v − v′ − ρA(v − v′)‖2

‖Sρ(v)− Sρ(v
′)‖2 = ‖v − v′‖2 + ρ2‖A(v − v′)‖2 − 2ρℜe{(A(v − v′), v − v′)

︸ ︷︷ ︸

=a(v−v′,v−v′)

}

‖Sρ(v)− Sρ(v
′)‖2 ≤ (1 + ρ2‖a‖2 − 2αρ) ‖v − v′‖2

où on a noté ‖a‖ le module de 
ontinuité de a(·, ·). L'estimation 
i-dessus vaut pour tout

ρ > 0. Choisissons don
 la valeur qui minimise 1+ρ2‖a‖2−2αρ, 
e qui nous amène à prendre

ρ = α/‖a‖2. On obtient alors

‖Sρ(v)− Sρ(v
′)‖ ≤

√

1− (α/‖a‖)2 ‖v − v′‖ ∀v, v′ ∈ H


e qui garantit don
 que Sρ est 
ontra
tante. On peut alors appliquer le théorème du point

�xe, 
e qui 
on
lut 
ette démonstration. �

5


