Chapitre 1 (suite)
Formulations variationnelles des
EDP elliptiques du second ordre

Proposition 5.1.
L’espace €1 (Q) est dense dans H'(Q) pour la norme || - ||y (o) ¢’est-a-dire que pour tout

© € HY(Q) il existe une suite @1, p,... de €H(Q) telle que limy, oo || — Onllni) = 0.

Ce résultat nous dit que H!(Q) n’est autre que le plus petit espace complet (au sens de la
norme || - ||y1()) contenant € (€2).

Revenons maintenant & la formulation (4). On voit que si u € () est solution de ce

probléme, alors on a
{ uec HY(Q) et B
au, ) = (p) Vo €T Q)
Vérifions que a(-, ) est continu dans H'(Q). En appliquant des inégalités de Cauchy-Schwarz
on a:
la(u,v)] = ‘/ Vu - Vv + uv dx
Q

< IVullz@o)lIVolliz @) + llullez@) vl @)
< [Vullg o) Vol )
d’on la continuité de a(-,-) en tant que forme sesquilinéaire sur H!(€2). De méme on a |£(v)| <

| Jo fodz| < || fllez@llvlliz@) < 11fllz@llvlla @) d’ot la continuité de £(+) en tant que forme
anti-linéaire sur H!(€2).

A présent choisissons un v € H!(Q) arbitraire. D’aprés la proposition précédente, il existe une
suite 1, o, ... de €1(Q) telle que limy o0 | — @nll1 () = 0. Alors on a a(u, ¢,) = £(¢n)
pour tout n > 1 et par continuité on peut passer a la limite quand n — oo dans égalité. On
obtient
u€ HY(Q) et

{ a(u,v) =£(v) Yo e H(Q). (7)
On a donc démontré que si u € €2(Q) et u vérifie (3), alors u vérifie (7). Vérifions maintenant
que les hypotheéses du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées par la formulation (7).

e H'() est un espace de Hilbert,
e a:HY(Q) x HY(Q) — Cest £: H(2) — C sont continues,
e a(u,u) = [, |Vul? + |u*de = Hu||2H1(Q) donc af(-,-) est coercive.
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On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram, et d’apréscelui-ci la formulation (7)
admet une unique solution.

6 Conditions aux limites non-homogénes

On s'intéresse & présent & un nouveau probléme. Etant donné f € €°(Q) et g € €1(9Q) on
veut résoudre

—Au+u=f dans,
Onpu =g sur OS).

(8)

Proposition 6.1.
Soit u € €*(Q). Alors u vérifie (8) si et seulement si elle vérifie:

u€ Q) et
a(u,v) =£(v) Yve € Q)

avec a(u,v) /Vu VU + uv dx

/fvd:v—i—/ gudo
0

La partie = de ce résultat se prouve simplement en partant d’une solution de (8), en
multipliant ’EDP par une fonction test, et en appliquant la formule de Green. Démontrons
I'implication inverse. Supposons que u € €%(Q) satisfait (7). D’aprés la formule de Green on
a

Démo:

/(—Au +u— flude = / (g — Opu)vdos Vv € €H(Q).
Q o

Posons ¢ = —Au+u— f. 1l existe 1,2, - € €4 (Q) tels que limy,_00 || — ¢nll2() = 0 car
@ € L2(€2). On a donc

0:/g0<pnd:1::O Vn >0
Q

car ¢, = 0 sur 0€2. En passant a la limite quand n — oo on obtient ”90”?2(9) =0=¢=0

c’est-a-dire —Au+u = f dans Q. A présetn soit v € €1(Q) tel que v|sq = g — Inti. Une telle
fonction existe car u € €%(Q) donc dpu € €1(092). On a donc:

0= /Q(—Au—i-u— flvde = Ag(g—ﬁnu)vda

= 0= Hg - 8nu||]2_12(89) = Opu = g sur OS2

O
On est donc amené a considérer la formulation variationnelle,
Trouver u € V
{ a(u,v) =4L(v) veV (10)



Au vu de ce qui précéde, on pourrait penser naturellement & choisir V = H!(Q). Mais pour
pouvoir appliquer le théoréme de Lax-Milgram on doit avoir la continuité de

E(v)z/ﬂfvdx%—/mgvda

et il n’est pas clair que le 2eme terme soit continu. Pour étudier ce point, nous allons donner
un sens & "v|ga" lorsque v € HY(Q).

Theorem 6.1 (Continuité de la trace, admise).

Soit T C O une partie du bord de mesure non-nulle au sens de do (la mesure de surface).
Alors il existe une application unique yr : H(Q) — L2(T') qui est continue au sens de || 11 (0)-
Cette application est caraclérisée par

w(p) =¢lr Vo e € (Q).

0

Ce théoréeme nous dit qu'il existe un C' > 0 tel que ||y (v)|r2ry < Cllv[la(q). Dans le
probléme que nous considérons on a définition ” [, gvdo” = [, gyr(v)do pour tout v €

H'(Q). Par ailleurs | [, gvdo| < |lglli200) 70 (v)lL2@90) < Cllglliz@o) vl @) Donc

[l(v)] < ‘/ngvdm‘+‘/aggvd0’

< ||f||L2(Q)||U||L2(Q) + CHQHL2(8§2)||UHH1(Q)
< (I fll2@) + Cligliz o)) vl )

Donc I'application ¢ : H'(2) — C a bien un sens et est continue. On sait par ailleurs que
a : HY(Q) x HY(Q) — C est continue et coercive, et que H*(2) est un espace de Hilbert.
D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, la formulation

u € HY(Q)
a(u,v) = £(v) Vv € HY(Q). (11)

admet une unique solution.

7 Condition de Dirichlet homogéne

Pour le probléme suivant on suppose & nouveau donnés f € €°(Q) et g € €1(09Q). Soit
I' C 0N une partie du bord de mesure (de surface) non-nulle. On veut résoudre

—Au=f dans ()
Opu=g surX:=0Q\T (12)
u=0 surl.

Supposons que u € €2(Q) est solution de (12). Alors choisissons un v € ‘5017F(9) ot 'on définit
I'espace
() = {pla, ¢ € €' (R?), ¢lr = 0}.



La formule de Green nous donne alors:

/fvdw:/Vu-Vvda:—/ vOpudo
Q Q 9
= /Vu-Vvdac— /v@nuda —/fvdac—i-/gvda
Q T Q %
S —

=0 car v=0 sur I"

La solution v doit donc vérifier la formulation variationnelle

{ u € %&F(Q) et
a(u,v) =L(v) Yove CK&F(Q)

(13)
avec a(u,v) = /Vu Voudx

/fvdm—l—/gvda

Attention cette formulation vaut pour v € €1 (Q2) mais pas pour v € €1(Q2)! La condition

v =0 sur I est importante. Par ailleurs on impose u € € () afin de prendre en compte la
condition de Dirichlet "u = 0 sur I'".

Ceci étant dit, (13) se préte pas a une application du théoréme de Lax-Milgram, car ‘K&F(Q)
n’est pas un espace de Hilbert. Il faut plonger cet espace dans un Hilbert qui "lui ressemble"
et qui permette en particulier de prendre en compte la condition de Dirichlet. On introduit
donc

Hor(Q) := {v € H(Q) [ r(v) = 0}.
On a donc Hj () = ker(yr). Comme Papplication trace est continue (c’est le théoréme de
trace), son noyau est fermé. L’espace H(l],F(Q) est donc un sous-espace fermé de H*(Q) qui

est un Hilbert. Ainsi H&F(Q) est lui-méme un espace de Hilbert. Au final on est amené &
considérer la formulation variationnelle

{ u € Hé}F(Q) et

(14)
a(u,v) =L(v) Vv e H(l)’F(Q).
Vérifions les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram.

e Nous venons de montrer que H&F(Q) est un espacd e Hilbert.

e Vérifions la continuité de £. En appliquant successivement 'inégalité de Cauch-Schwarz
puis la contnuité de I'application trace, on obtient

()| < | Jo fodz|+| [5 gvdol
< N fllez@ lvllez@) + 9l llvs () e
< (Ifllee) + Cliglizs) lvlla o)

e La continuité de a(-,-) se démontre de méme, en appliquant 'inégalité de Cauchy-
Schwarz, Ja(u,v)] = | o Vu- Voda| < [Vullyzo) Vo lz0) < lullm @l o
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Il reste une hypothése a verifier: la coercivité de a(-,-). Cette hypothése est plus difficile a
vérifier. En effet la forme sesquilinéaire a(u,v) = [, Vu - VU da n’est clairement pas coercive
sur H!(Q) puisque si 'on prend u = v = 1 € H(Q2) alors a(v,v) = 0. Mais ceci ne compromet
pas la coercivité dans notre cas, car nous nous placons dans H(IJ’F(Q), et la condition de
Dirichlet sur I' va jouer un role. On utilisera l'inégalité de Poincaré que nous admettrons.

Theorem 7.1. (Inégalité de Poincaré, admise)
Soit I' C 092 une partie du bord de mesure de surface non-nulle. Il existe une constante C' > 0
telle que

2
CllolZs o < yvv|yiQ(m+\/dea\ o € H(Q).

A noter que la constante C' > 0 dans I'inégalité ci-dessus dépend de T', mais est indépendante
de v. Cette inégalité implique en particulier CHUH2H1(Q) < \\Vv[]iQ(Q) pour tout v € H(l)’F(Q).
Ceci démontre la coercivité du a(-,-) considéré dans ce paragraphe.

On peut donc finalement conclure que toutes les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont
satisfaite, de sorte que la formulation (14) admet une unique solution.
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