
Chapitre 2

Aspe
ts algorithmiques de

la méthode des éléments �nis

1 La méthode de Galerkin

Étant donné un espa
e de Hilbert V muni du produit s
alaire ( , )V et de la norme asso
iée

‖ ‖V, supposons que l'on souhaite 
al
uler de manière e�e
tive la solution de la formulation

variationnelle:

{

Trouver u ∈ V tel que

a(u, v) = ℓ(v) ∀v ∈ V
(1)

où a(·, ·) et ℓ(·) sont des formes sesquilinéaires et antilinéaires 
ontinues, et où a(·, ·) est


oer
ive:

ℜe{a(v, v)} ≥ α‖v‖2V ∀v ∈ V.

L'espa
e V est a priori de dimension in�nie 
e qui pose problème pour une résolution e�e
tive.

Pour 
ette raison, il est en général impossible de 
al
uler u exa
tement. En revan
he on peut

espérer pouvoir 
al
uler un uh ∈ V tel que

lim
h→0

‖u− uh‖V = 0

où h > 0 est un paramètre qui est d'autant plus petit que l'e�ort de 
al
ul est grand. Bien

souvent (mais pas toujours) h représente la �nesse d'un maillage du domaine de 
al
ul. En

pratique h n'est jamais nul, mais on veut pouvoir appro
her u d'aussi près que l'on souhaite

à 
ondition "d'inverstir" le 
al
ul né
essaire.

Voi
i une méthode générique, dite méthode de Galerkin, permettant de 
al
uler un tel uh. On

ommen
e par 
hoisir une famille d'espa
es (Vh)h>0 véri�ant trois 
onditions:

1) Vh est de dimension �nie

2) Vh ⊂ V

3) lim
h→0

inf
vh∈Vh

‖vh − v‖V = 0 pour tout v ∈ V

Les espa
es Vh sont parfois désignés 
omme espa
es variationnels dis
rets. La méthode de

Galerkin 
onsiste alors à résoudre la même formulation que (1) mais en substituant Vh à V

e qui nous amène à é
rire une formulation dite dis
rète:

{

Trouver uh ∈ Vh tel que

a(uh, vh) = ℓ(vh) ∀vh ∈ Vh.
(2)
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Comme Vh ⊂ V est de dimension �nie, il s'agit d'un espa
e 
omplet, 
'est don
 un espa
e de

Hilbert, et 
omme a(·, ·) est 
oer
ive, on peut en
ore appliquer Lax-Milgram à (2). De sorte

que (2) admet une unique solution que l'on note uh. Attention:

uh 6= u
solution de (2) 6= solution de (1)

Il ne faut pas 
onfondre la solution exa
te du problème (que l'on ne 
onnaîtra bien souvent

jamais) ave
 la solution dis
rète que l'on 
al
ule en pratique. La formulation (2) peut se

mettre sous la forme d'un système linéaire. En e�et soient ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN une base de Vh de

sorte que, par linéarité, (2) est équivalente à:

{

Trouver uh ∈ Vh tel que

a(uh, ϕj) = ℓ(ϕj) ∀j = 1 . . . N
(3)

Par ailleurs 
omme uh ∈ Vh, elle se dé
ompose sur la base des ϕj 
omme uh =
∑N

k=1
ukϕk ave


uk ∈ C. En inje
tant 
ette dé
omposition dans (3) on en déduit:

∑N
k=1

a(ϕk, ϕj)uk = ℓ(ϕj)
pour tout j = 1 . . . N . Ce qui se re-é
rit sous forme matri
ielle 
omme:

{

Trouver U ∈ C
N

tel que

A · U = F
(4)

ave


A = (Aj,k)j,k=1...N Aj,k := a(ϕk, ϕj)

F =







ℓ(ϕ1)
.

.

.

ℓ(ϕN )






U =







u1
.

.

.

uN






.

La 
onsistan
e de la méthode de Galerkin est assurée par le lemme suivant 
onnue sous le

nom de lemme de Céa.

Lemma 1.1 (lemme de Céa).

Si u ∈ V est l'unique solution de (1) et uh ∈ Vh l'unique solution de (2), alors il existe C > 0
indépendant de h > 0 tel que

‖u− uh‖V ≤ C inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V.

Démo:

Soit vh ∈ Vh ⊂ V arbitraire. D'après (1) et (2), pour tout vh ∈ Vh, on a:

a(u, vh) = ℓ(vh) 
ar vh ∈ V
a(uh, vh) = ℓ(vh) 
ar vh ∈ Vh

⇒ a(u− uh, vh) = 0 ∀vh ∈ Vh.

En 
hoisissant wh ∈ Vh arbitraire, et en appliquant l'identité 
i-dessus à vh = wh − uh ∈ Vh,

on obtient a(u − uh, wh − uh) = 0. Maintenant d'après la 
oer
ivité de a(·, ·), pour tout

wh ∈ Vh on a:

α‖u− uh‖
2

V
≤ ℜe{a(u− uh, u− uh)}
≤ ℜe{a(u− uh, u− wh)}+ ℜe{a(u− uh, wh − uh)}
≤ |a(u− uh, u− wh)| ≤ ‖a‖ ‖u− uh‖V‖u− wh‖V

2



où ‖a‖ > 0 renvoie au module de 
ontinuité de a(·, ·). En divisant de part et d'autre de

l'inégalité par ‖u− uh‖V obtient �nalement ‖u− uh‖V ≤ (C/α)‖u−wh‖V. Comme wh ∈ Vh

était 
hoisi arbitrairement, il su�t de prendre la borne inf pour étbalir le résultat re
her
hé.

�

Les méthodes d'éléments �nis sont des méthodes de résolution de Galerkin 
orrespondant à

un 
hoix parti
ulier d'espa
e dis
ret. Dans 
e 
hapitre, nous allons dé
rire 
ette méthode pour

la résolution de problèmes en 2D. Mais les prin
ipes se généralisent fa
ilement en 1D et 3D.

Pour �xer les idées, nous 
onsidérerons le premier problème du 
hapitre pré
édent. Ave
 un

ouvert régulier Ω ⊂ R
2
, nous 
onsidérons

{

−∆u+ u = f dans Ω,
∂nu = 0 sur ∂Ω.

(5)

Ce problème admet pour formulation variationnelle

{

u ∈ H1(Ω) telle que

a(u, v) = ℓ(v) ∀v ∈ H1(Ω).
(6)

2 Espa
e des fon
tions P1−Lagrange

Pour pouvoir é
rire une formulation dis
rète, on veut 
onsidérer un espa
e dis
ret Vh ⊂ H1(Ω)
pertinent. Nous dé
rivons i
i l'espa
e asso
ié aux éléments �nis P1-Lagrange. Cet espa
e est

dé�ni à partir d'un maillage régulier.

De�nition 2.1.

Une triangulation régulière de Ω est une 
olle
tion T de triangles satis�sant les trois propriétés

suivantes:

i) Ω = ∪
τ∈T

τ ,

ii) tout triangle τ ∈ T est d'intérieur non vide,

iii) toute arête d'un triangle τ ∈ T est soit une arête 
omplète d'un autre triangle τ ′ ∈ T ,

soit une partie de ∂Ω.

Il arrive souvent qu'une triangulation soit notée Th où h représente i
i le diamètre maxi-

male des triangles qui la 
ompose, de sorte que lorsque h → 0, la �nesse de la triangulation

augmente.

Remarque dans le 
as où Ω est un 
arré:

maillage régulier maillage pas régulier

3



Étant donné un domaine ω ⊂ R
2
on notera P1(ω) = {v|ω tel que v(x) = α · x + β, α ∈

C
2, β ∈ C}. Étant donné une triangulation régulière Th d'un domaine Ω ⊂ R

2
, l'espa
e des

fon
tions P1-Lagrange est donné par

Vh = {v ∈ C
0(Ω), v|τ ∈ P1(τ)∀τ ∈ Th}.

Attention! Cette dé�nition nous dit que, si vh ∈ Vh alors pour 
haque τ ∈ Th il existe

ατ ∈ C
2, βτ ∈ C tels que v(x) = ατ · x + βτ pour tout x ∈ τ . Il est important de noter que

les 
oe�
ients ατ , βτ dépendent de τ . Ainsi on a, a priori, ατ 6= ατ ′ et βτ 6= βτ ′ si τ 6= τ ′.
La fon
tion vh est a�ne seulement par mor
eaux. Elle n'est pas a�ne globalement.

Lemma 2.1.

Soient s0, s1, s2 ∈ R
2
trois points non-alignés. Pour tout jeu de valeurs µ0, µ1, µ2 ∈ C, il

existe un unique p ∈ P1(R
2) véri�ant p(sj) = µj, j = 0, 1, 2.

Démo:

L'appli
ation φ : P1(R
2) → C

3
dé�nie par φ(p) = (p(s0), p(s1), p(s2)) est une appli
ation

linéaire. Comme dimP1(R
2) = 3, il su�t de montrer qu'elle est inje
tive pour prouver que


'est un ismorphisme.

Soit don
 p ∈ ker(φ), 
'est-à-dire tel que p(s0) = p(s1) = p(s2) = 0. On a p(x) = α ·x+β
pour 
ertains α ∈ C

2
et β ∈ C. Comme les sommets sont supposés non-alignés, les deux

ve
teurs a1 := s1 − s0 et a2 := s2 − s0 
onstituent une base de C
2
. Don
 il existe λ1, λ2 ∈ C

tels que α = λ1a1+λ2a2. On a alors |α|2 = α ·(λ1a1+λ2a2) = λ1(p(s1)−p(s0))+λ2(p(s2)−
p(s0)) = 0. D'où α = 0. On en déduit également 0 = p(s0) = β. �

Le lemme suivant montre que si deux élements de Vh 
oin
ident à tout les sommets de la

triangulation (i.e. en un nombre �ni de points), alors 
es deux éléments 
oin
ident partout.

Lemma 2.2.

Soit Sh l'ensemble des sommets d'une triangulation régulière Th de Ω. Soit Vh l'espa
e des

fon
tions P1-Lagrange asso
ié. Si u ∈ Vh véri�e u(s) = 0 pour tout s ∈ Sh, alors u = 0 sur

Ω tout entier.

Démo:

Soit τ ∈ Th, il existe pτ ∈ P1(R
2) tel que u|τ = pτ |τ . On en déduit que pτ (s) = 0 pour tout

sommet s du triangle τ . Comme les trois sommets de τ ne sont pas alignés, 
ar 
e triangle

n'est pas plat, le lemme pré
édent implique que pτ = 0 d'où u|τ = 0. Comme 
e
i vaut pour

tout τ et que Ω = ∪τ∈Th
τ , on en tire �nalement u = 0 sur Ω tout entier. �

Proposition 2.1.

Ave
 les même notations qu'au lemme pré
édent, pour tout jeu de valeurs (µs)s∈Sh
, µs ∈ C,

il existe un unique élément uh ∈ Vh véri�ant uh(s) = µs ∀s ∈ Sh.

Démo:

L'uni
ité a été démontré ave
 le lemme pré
édent. Soit µs ∈ C, s ∈ Sh un jeu de valeurs.

Pour 
haque élément τ ∈ Th, notons S (τ) les sommets de τ . D'après le lemme 2.1, pour


haque τ ∈ Th, il existe un unique pτ ∈ P1(R
2) tel que pτ (s) = µs pour tout s ∈ S (τ).

Posons alors

uh(x) :=
∑

τ∈Th

pτ (x)1τ (x).
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Véri�ons que 
e
i dé�nit bien un élément de Vh. Comme il s'agit 
lairement d'une fon
tion

a�ne sur 
haque élément de la triangulation, il su�t de véri�er qu'on a bien uh ∈ C 0(Ω). Pour
démontrer 
e
i, il su�t de véri�er la 
ontinuité à la traversée de toute arête. Soit don
 deux

triangles adja
ents τ, τ ′ ∈ Th, et soit s1, s2 ∈ Sh les deux sommets qu'ils ont en 
ommun.

τ τ ′

s1

s2

Posons en�n σ(t) = s1 + t(s2 − s1), t ∈ (0, 1). Il s'agit d'une paramétrisation de l'arête

[s1, s2] qui joint s1 à s2. Il existe α,α′, β, β′ ∈ C tels que pτ (σ(t)) = αt + β et pτ ′(σ(t)) =
α′t + β′

. De plus pτ (σ(0)) = µs1
= pτ ′(σ(0)) et pτ (σ(1)) = µs2

= pτ ′(σ(1)). Ainsi les deux

fon
tions pτ (σ(t)) et pτ ′(σ(t)) sont a�nes sur R et 
oin
ident en deux points, de sorte qu'elles


oin
ident partout. Ce
i garantit la 
ontinuité de uh à travers [s1, s2]. On a don
 démontré

que uh ∈ C 0(Ω). �

3 Fon
tions de forme

En notant |Sh| = card(Sh), la proposition pré
édente a�rme que l'appli
ation Φh : Vh →
C
|Sh|

dé�nit par Φh(u) = (u(s))s∈Sh
est un isomorphisme. Au vu de 
e résultat il est don


naturel de 
onsidérer la base de Vh qui est mise en 
orrespondan
e ave
 la base 
anonique

de C
|Sh|

via 
et isomorphisme. On dé�nit don
 ϕs, s ∈ Sh 
omme l'unique élément de Vh

véri�ant

ϕs(s
′) =

{

1 si s = s
′,

0 sinon.

Ce qui pré
ède permet alors d'a�rmer que toute fon
tion uh ∈ Vh se dé
ompose de la manière

suivante

uh(x) =
∑

s∈Sh

uh(s)ϕs(x)

La famille (ϕs)s∈Sh

onstitue une base de Vh que l'on nomme fon
tions de forme, et qui

engendre l'espa
e variationnel dis
ret

Vh = span
s∈Sh

{ϕs}.

Les fon
tions de forme ϕs jouent un r�le 
entral dans l'implémentation de la méthode des

éléments �nis. Il est important de bien 
omprendre la forme qu'elles prennent. Ces fon
tions

sont lo
alisées: le résultat suivant nous dit que leur support est 
ontenu dans un paquet de

triangles ayant un même noeud en 
ommun.

Lemma 3.1.

On a supp(ϕs) = {τ ∈ Th, s ∈ S (τ)}.
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En e�et, pour un s ∈ Sh �xé, et pour un τ ∈ Th tel que s /∈ S (τ), on a ϕs(s
′) = 0 pour tout

s
′ ∈ S (τ) par dé�nition de ϕs, et don
 ϕs = 0 sur τ puisque ϕs|τ ∈ P1(τ). Le 
orollaire du

lemme 
i-dessus est que deux fon
tions de forme atta
hées à des noeuds n'appartenant à un

même triangle ont des supports qui ne s'interse
tent pas.

Voyons un exemple. Considérons le maillage en haut à gau
he de la �gure 
i-dessous. Ce

maillage 
omprend huit noeuds que l'on note Sh = {sj}j=1...8. On représente le support de

la fon
tion de forme asso
iée à 
ha
un de 
es noeuds.

s1 s2 s3

s4 s5

s6 s7 s8

supp(ϕs1
) supp(ϕs2

) supp(ϕs3
)

supp(ϕs4
) supp(ϕs5

) supp(ϕs6
)

supp(ϕs7
) supp(ϕs8

)
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