
9 Prise en 
ompte des 
onditions de Diri
hlet

Les 
onditions aux limites de Neumann ne requièrent au
un traitement parti
ulier. A 
on-

trario, les 
onditions au bord de Diri
hlet ré
lament, elles, un traitement spé
i�que. Pour

�xer les idées 
onsidérons une portion du bord du domaine Γ ⊂ ∂Ω de mesure de surfa
e non

nulle. Supposons que l'on souhaite résoudre le problème





−∆u = f dans Ω,
∂nu = 0 sur Σ = ∂Ω \ Γ,
u = 0 sur Γ.

(14)

Une formulation variationnelle possible s'é
rit alors

{
Trouver u ∈ H1

0,Γ(Ω) tel que

a(u, v) = ℓ(v) ∀v ∈ H1
0,Γ(Ω).

ave
 a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇vdx et ℓ(v) =

∫

Ω

fvdx.

(15)

Supposons que le maillage ait été généré de sorte que la partie du bord Γ asso
iée à la 
ondition

de Diri
hlet soit exa
tement formé d'une réunion d'arètes du maillage Γ = ∪Ng
j=1γj 
omme en

(11). Soit par ailleurs Sh(Γ) := {s ∈ Sh | s ∈ Γ} l'ensemble des sommets du maillage

lo
alisés sur Γ. L'espa
e variationnel dis
ret "naturellement" asso
ié à (15) est alors

VΓ
h := Vh ∩H1

0,Γ(Ω)

= {v ∈ C 0(Ω), v|τ ∈ P1(τ)∀τ ∈ Th et v|Γ = 0}

= span{ϕs |s ∈ Sh \ Sh(Γ)}

Une première formulation variationnelle dis
rète possible pour (15) peut être obtenue en rem-

plaçant H1
0,Γ(Ω) par V

Γ
h , {

Trouver uh ∈ VΓ
h tel que

a(uh, vh) = ℓ(vh) ∀vh ∈ VΓ
h .

(16)

On peut mettre (16) sous la forme d'un système linéaire en utilisant la numérotation des

noeuds. Il faudra prendre garde i
i à ex
lure de la numérotation du maillage tous les noeuds

lo
alisés sur Γ. Ce
i pose une di�
ulté d'ordre algorithmique 
ar, en général, les noeuds de

Sh \ Sh(Γ) ne sont pas numérotés de 1 à card(Sh \ Sh(Γ) ). Pour bien faire 
omprendre 
e

problème revenons par exemple au maillage 
onsidéré à la �n de la se
tion 3.

s1 s2 s3

s4 s5

s6 s7 s8

Γ = [s6, s7]
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Nous avons fait �gurer en rouge 
i-dessus la portion du bord que nous 
onsidérons pour le

bord Diri
hlet noté Γ. Les numéros des noeuds asso
iés à Sh \Sh(Γ) sont {1, 2, 3, 4, 5}∪ {8}.
Il ne s'agit pas d'entier 
onsé
utifs et, en parti
ulier, {1, 2, 3, 4, 5} ∪ {8} 6= {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Introduisons les deux ensembles d'indi
e 
orrespondant à la frontière Γ et à son 
omplémentaire

IΓ := {j ∈ {1 . . .Ns} | sj ∈ Γ}

I0Γ := {1 . . .Ns} \ IΓ.

Au lieu de (16) on va se ramener à une formulation dis
rète é
rite dans Vh. Pour uh, vh ∈ Vh

se dé
omposant sur la base des fon
tions de formes 
omme uh(x) =
∑Ns

k=1 ukϕk(x) et vh(x) =∑Ns
j=1 vjϕj(x), on dé�nit

ȧ(uh, vh) := a(
∑

k∈I0
Γ

ukϕk,
∑

j∈I0
Γ

vjϕj ) +
∑

j∈IΓ
ujvj

ℓ̇(vh) := ℓ(
∑

j∈I0
Γ

vjϕj).

La nouvelle formulation s'é
rit

{
Trouver uh ∈ Vh tel que

ȧ(uh, vh) = ℓ̇(vh) ∀vh ∈ Vh.
(17)

C'est un exer
i
e simple de démontrer que uh ∈ Vh est solution de (17) si et seulement si

uh ∈ VΓ
h est solution de (16). L'avantage de 
onsidérer (17) est que l'on s'est ramené à une

situation pour laquel la numérotation du problème sans 
ondition de Diri
hlet est préservée.

La matri
e asso
iée à (17) s'é
rit

Ȧ =
∑

j∈I0
Γ

∑

k∈I0
Γ

a(ϕk, ϕj)eje
⊤
k +

∑

j∈IΓ

eje
⊤
j

Pour l'é
riture de l'algorithme d'assemblage 
orrespondant, on suppose disponible un tableau

qui permet de déterminer (en O(1) opérations) si, pour un j ∈ {1 . . .Ns} donné, on a j ∈ JΓ

ou pas. Ce
i revient à pouvoir déterminer rapidement si un noeud appartient à Γ ou non.

Si un tel tableau n'est pas disponible, il 
onvient de mettre en pla
e une étape préliminaire

permettant de le 
onstruire.

Algorithme d'assemblage ave
 
ondition de Diri
hlet

A = 0
for q = 1 . . .Nt

for l = 1 . . . 3
for m = 1 . . . 3

if(Iq,l ∈ JΓ) {ȦIq,l,Iq,l = 1}

if(Iq,m ∈ JΓ){ȦIq,m,Iq,m = 1}

if(Iq,m /∈ JΓ and Iq,l /∈ JΓ){

ȦIq,l,Iq,m = ȦIq,l,Iq,m + aτq(ϕIq,m , ϕIq,l) }

endfor

endfor

endfor

(18)
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10 Cal
ul des intera
tions élémentaires

Ave
 les bou
les d'assemblage, nous avons vu 
omment l'assemblage de la matri
e (et du

se
ond membre) du problème se ramenait au 
al
ul de termes de la forme aτ (ϕk, ϕj) lo
alisés
sur un seul triangle τ . Nous allons voir maintenant 
omment 
al
uler 
es termes. Dans 
e qui

suit nous exploitons expli
itement le fait que l'on 
onsidère une dis
rétisation P1−Lagrange
(et pas par exemple Pk−Lagrange ave
 k ≥ 2).

Dans 
e paragraphe on 
onsidère un triangle du maillage τ ∈ Th dont on notera s
τ
1 , s

τ
2 , s

τ
3 les

sommets. Pour τ = τq, on a don
 s
τ
k = sIq,k , k = 1, 2, 3. On supposera que l'ordre dans lequel

sont donnés 
es sommets oriente le triangle τ dans le sens trigonométrique (les 
al
uls seraient

tout à fait semblables dans le 
as 
ontraire).

s
τ
1

s
τ
3

s
τ
2

τ
n
τ
1

n
τ
2

n
τ
3

10.1 Fon
tions de forme lo
ales

Pour rendre les notations plus 
on
ises on adoptera la 
onvention de notation suivante: pour

tout entier k ∈ Z, on pose que s
τ
k := s

τ
j dès lors que k − j = 3 ∗ q pour un 
ertain entier

q ∈ Z. Ainsi s
τ
0 = s

τ
3 = s

τ
6 , s

τ
1 = s

τ
4 , et s

τ
−1 = s

τ
2 = s

τ
5 . On introduit en plus des ve
teurs

n
τ
j , j = 1, 2, 3 normaux aux arêtes [sτj+1, s

τ
j+2] dirigés vers l'extérieur de τ , dé�nis par

n
τ
j = (sτj+2 − s

τ
j+1)× e3 (19)

où l'on rappelle que e3 ∈ R
3
désigne le 3ème ve
teur de la base 
anonique i.e. e3 = (0, 0, 1),

et "×" désigne i
i le produit ve
toriel usuel. Attention, les ve
teurs n
τ
j ne sont pas unitaires.

En�n on notera ϕτ
j , j = 1, 2, 3 l'unique fon
tion a�ne ϕτ

j ∈ P1(τ) telle que

ϕτ
j (s

τ
k) = 0 pour j 6= k et ϕτ

j (s
τ
j ) = 1.

Une telle fon
tion existe et est unique d'après le lemme 2.1. Nous appellerons les ϕτ
j fon
tions

de forme lo
ale à τ . Cette terminologie est motivée par le fait qu'il existe trois fon
tions de

forme "globales" ϕj qui 
oin
ident sur τ ave
 les ϕτ
j . On a en e�et par 
onstru
tion ϕτ

j = ϕs
τ
j

ou en
ore ϕ
τq
j = ϕIq,j . Les fon
tion ϕτ

j admettent l'expression suivante qui est expli
ite en

fon
tion des s
τ
j ,

ϕτ
j (x) = 1−

(x− s
τ
j ) · n

τ
j

(sτj+1 − s
τ
j ) · n

τ
j

(20)
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Cette expression 
onduit également à une formule très simple pour le gradient des fon
tions

de forme lo
ales. En e�et le gradient de (20) donne ∇ϕτ
j = −n

τ
j /(s

τ
j+1 − s

τ
j ) · n

τ
j . On peut

simpli�er 
ette expression, 
ar d'après (19) on a

(sτj+1 − s
τ
j ) · n

τ
j = (sτj+1 − s

τ
j ) · [ (s

τ
j+2 − s

τ
j+1)× e3 ]

= e3 · [ (s
τ
j+1 − s

τ
j )× (sτj+2 − s

τ
j+1) ]

= 2 |τ |.

Ce
i 
onduit à

∇ϕτ
j = −

n
τ
j

2|τ |
. (21)

Exemple Considérons le 
as où τ est le triangle de sommets s
τ
1 = (0, 0), s

τ
2 = (1, 0) et

s
τ
3 = (0, 1). Dans toute la suite on notera τ̂ 
e triangle que l'on nomme parfois triangle de

référen
e. On a dans 
e 
as |τ | = 1/2 et

ϕτ
1(x) = 1− x1 − x2, ∇ϕτ

1 = −e1 − e2,

ϕτ
2(x) = x1, ∇ϕτ

2 = e1,

ϕτ
3(x) = x2, ∇ϕτ

3 = e2.

10.2 Rigidité élémentaire

Voyons tout d'abord 
omment 
al
uler les termes de la forme

∫
τ
∇ϕj · ∇ϕkdx. Observons

simplement que d'après (21), 
haque ∇ϕτ
j ∈ R

2
est une 
onstante ve
torielle. On peut ainsi

dire
tement é
rire

∫

τ

∇ϕτ
j · ∇ϕτ

kdx = ∇ϕτ
j · ∇ϕτ

k

∫

τ

dx =
n
τ
j · n

τ
k

4|τ |
∫

τ

∇ϕτ
j · ∇ϕτ

kdx =
(sτj+2 − s

τ
j+1) · (s

τ
k+2 − s

τ
k+1)

4|τ |
.

Cette expression a la vertu d'être 
omplètement expli
ite vis-à-vis des 
oordonnées des som-

mets du triangle.

Exemple Dans le 
as où τ = τ̂ est le triangle de référen
e i.e. s
τ
1 = (0, 0), s

τ
2 = (1, 0)

et s
τ
3 = (0, 1), la matri
e de rigidité élémentaire Kτ = (Kτ

j,k)j,k=1,2,3 ∈ R
3×3

dé�nie par

Kτ
j,k =

∫
τ
∇ϕτ

j · ∇ϕτ
kdx admet l'espression expli
ite suivante

Kτ =
1

2




2 −1 −1
−1 1 0
−1 0 1




10.3 Masse élémentaire

Pour le 
al
ul des termes de la forme

∫
τ
ϕj(x)ϕk(x)dx, on peut utiliser une autre formule

expli
ite générale.
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Lemma 10.1 (admis).

Quel que soit le triangle τ ⊂ R
2
, étant donnés trois entiers α1, α2, α3 ∈ N on a:

∫

τ

ϕτ
1(x)

α1ϕτ
2(x)

α2ϕτ
3(x)

α3dx = 2|τ |
α1!α2!α3!

(2 + α1 + α2 + α3)!

Comme appli
ation dire
te on voit que, quel que soit le triangle τ ⊂ R
2
, la matri
e de masse

élémentaire Mτ = (Mτ
j,k)j,k=1,2,3 ∈ R

3×3
dé�nie par Mτ

j,k =
∫
τ
ϕτ
jϕ

τ
kdx dépend uniquement de

|τ | et est donnée par

Mτ =
|τ |

12




2 1 1
1 2 1
1 1 2


 .

10.4 Quadrature sur un triangle dans le 
as général

On peut avoir à 
al
uler des intégrales plus 
ompliquées que les intégrales élémentaires 
onsid-

érées dans les paragraphes pré
édents. Étant donné un triangle τ , on se pose alors la question

du 
al
ul de l'intégrale

∫
τ
g(x)dx =? sans rien savoir sur la fon
tion g(x) a priori, si 
e n'est

qu'il sagit d'une fon
tion régulière.

Pour réaliser un tel 
al
ul, on a re
ours à une règle de quadrature qui permet de 
al
uler

l'intégrale non pas exa
tement, mais de manière appro
hée. Une règle de quadrature prend la

forme ∫

τ

g(x)dx ≃

Q∑

q=1

g(xq)ωq.

où les xq ∈ R
2
(resp. ωq ∈ R) sont les points (resp. poids) de la règle de quadrature qui

dépendent du domaine d'intégration i.e. le triangle τ . Voi
i trois exemples de règles de

quadrature dans un triangle

∫

τ

g(x)dx ≃ g
(sτ1 + s

τ
2 + s

τ
3

3

)
|τ | (22a)

∫

τ

g(x)dx ≃
(
g(

s
τ
1 + s

τ
2

2
) + g(

s
τ
2 + s

τ
3

2
) + g(

s
τ
3 + s

τ
1

2
)
) |τ |

3
(22b)

∫

τ

g(x)dx ≃
(
27 g

(sτ1 + s
τ
2 + s

τ
3

3

)
+

∑

j=1,2,3

3 g(sτj ) + 8 g(
s
τ
j+1 + s

τ
j+2

2
)
) |τ |

60
(22
)

En utilisant une règle de quadrature on 
ommet une erreur, mais 
ette erreur est d'autant plus

petite que la triangulation est �ne. Dans le 
as d'une méthode d'éléments �nis Pk-Lagrange,

l'erreur de quadrature ne déteriore pas la 
onsistan
e de la méthode dès lors que les règles

de quadrature sont exa
tes pour les éléments de P2k−2(R
2) (dans le 
as d'une méthode P1-

Lagrange il faut don
 que la règle soit exa
te pour les 
onstantes).

10.5 Quadrature sur une arête

De même, on est amené à 
al
uler des intégrales sur des arêtes, lors de la prise en 
ompte de

termes de bord par exemple. Considérant une arête du maillage notée γ, on doit don
 
aluler

des intégrales de la forme

∫
γ
g(x)dσ(x).
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Étant donné un segment du maillage γ, notons s
γ
1 , s

γ
2 ∈ Sh ses deux extrêmités, et |γ| sa

longueur. On peut 
onsidérer les règles suivantes

∫

γ

g(x)dσ(x) ≃ g
(sγ1 + s

γ
2

2

)
(23a)

∫

γ

g(x)dσ(x) ≃
(
g(sγ1)|γ|+ 4g(

s
γ
1 + s

γ
2

2
) + g(sγ2)

) |γ|
6
. (23b)

11 Validation d'un 
ode élément �nis

Dans le 
as d'une méthode éléments �nis P1-Lagrange, il existe 
ertains tests très simples qu'il

est possible d'utiliser pour tenter de débusquer un bug. Si le 
ode passe les tests suivants, 
ela

ne signi�ra nullement l'absen
e de bug. En revan
he, si l'é
he
 de l'un des tests impliquera la

présen
e d'un bug à 
oup sur.

11.1 Test sur la rigidité

Commençons par observer que, si u ∈ P1(R
2), alors on a exa
tement u(x) =

∑Ns
j=1 u(sj)ϕj(x).

Prenons deux fon
tions u, v ∈ P1(R
2) dé�nies par u(x) = αu · x+ βu et v(x) = αv · x + βv.

Notons par ailleurs U := (u(sj))j=1...Ns et V := (v(sj))j=1...Ns, ainsi que la matri
e de rigidité

K = (Kj,k)j,k=...Ns ave
 Kj,k =
∫
Ω
∇ϕj · ∇ϕkdx. Alors on a

αu ·αv |Ω| =

∫

Ω

∇u · ∇vdx =

∫

Ω

∇(
Ns∑

k=1

u(sk)ϕk) · ∇(
Ns∑

j=1

v(sj)ϕj)dx

=

Ns∑

k=1

Ns∑

j=1

v(sj)u(sk)

∫

Ω

∇ϕk · ∇ϕjdx

=
Ns∑

k=1

Ns∑

j=1

Kj,k v(sj)u(sk) = V⊤ ·K ·U

Par exemple, si l'on prend αu = e1 et αv = e2 et βu, βv qul
onque, on adoit avoir V
⊤·K·U = 0.

Si par 
ontre αu = αv = e1 alors V⊤ · K · U = |Ω|. En�n, ave
 le même type de 
al
ul, on

voit que

K ·U = 0 si U⊤ = (1, . . . , 1).

11.2 Test sur la masse

Notons M = (Mj,k)j,k=1...Ns la matri
e de masse dé�nie par Mj,k :=
∫
Ω
ϕjϕkdx. Alors, ave


un 
al
ul semblable à 
elui que nous avons mené 
i-dessus pour la rigidité, on a

U⊤ ·M · U = |Ω| pour U⊤ = (1, . . . , 1).
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