
Chapitre 1

Formulations variationnelles des

EDP elliptiques du se
ond ordre

1 Exemples d'EDP elliptiques

Éle
trostatique

{

−∆V = ρ/ǫ0 dans Ω

V = V0 sur ∂Ω

ave
: V = potentiel éle
trostatique

ave
: ρ = distribution de 
harge

ave
: V0 = potentiel imposé sur le bord de la 
avité

ave
: ǫ0 = permittivité du milieu

Ondes de pression en régime harmonique

Onde pression p̃(x) ave
 x ∈ R
3, t ≥ 0 se propageant dans une 
avité Ω ⊂ R

3
(par exemple le

son dans les alvéoles d'un parpin).

{

∂2t p̃− c2∆p̃ = 0 dans Ω

p̃ = g̃ sur ∂Ω

ave
 c :=
√

λ/ρ

ave
 λ = 
oe�
ient de Lamé

ave
 ρ = masse volumique

I
i la 
ondition sur ∂Ω 
orrespond à une pression 
onnue/imposée g̃ sur le bord. On suppose

alors un régime périodique en temps établi à la pulsation ω 
e qui nous amène à poser g̃(x, t) =
ℜe{g(x) exp(−ıωt)} et p̃(x, t) = ℜe{p(x) exp(−ıωt)}. Le problème se re-é
rit alors:

{

−∆p− (ω/c)2p = 0 dans Ω

p = g sur ∂Ω
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Élastostatique

{

−∆u− (λ+ µ)∇(divu) = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

ave
 f := for
es agissant sur le solilde Ω
ave
 u = dépla
ement induit par les for
es

ave
 λ, µ = 
oe�
ients de Lamé

2 Domaines réguliers

Pour d = 1, 2, 3 un ouvert Ω ⊂ R
d
est dit de 
lasse C k

ave
 k ≥ 1 lorsque, pour tout x ∈ ∂Ω,
il existe un voisinage Ux ⊂ R

d

ontenant x, et un C k

-di�éomorphisme φx : Ux → B :=
boule unité = {x ∈ R

d, |x| ≤ 1} tels que

• φx(Ux ∩ Ω) = B ∩R
d
+ = {x = (xj)

d
j=1 ∈ R

d ∩ B, xd > 0}

• φx(Ux ∩ ∂Ω) = B ∩ (Rd−1 × {0}) = {x = (xj)
d
j=1 ∈ R

d ∩ B, xd = 0}

Autrement dit Ω est partout lo
alement d'un seul 
oté de son bord et di�éomorphe à un

demi-espa
e 
artésien. On peut démontrer, par le théorème des fon
tions impli
ites, que 
e
i

est équivalent à dire que le bord de Ω est lo
alement le graphe d'une fon
tion de 
lasse C k

dans une repère orthonormé 
onvenablement tourné et translaté.

Dans toute la suite on supposera systématiquement que Ω est un ouvert borné de 
lasse au

moins C 1
, et n représentera le 
hamp de ve
teur normal à ∂Ω dirigé vers l'extérieur de Ω.

2.1 Formule de Stokes

Notons e1, . . . ,ed une base orthonormé �xée de R
d
. Soit g : Ω → R

d
un 
hamp de ve
teur ave


g ∈ C 1(Rd) 
'est-à-dire que pour gj(x) := ej · g(x) on a gj ∈ C 1(Rd) pour tout j = 1 . . . d.
Alors on a ∫

Ω
div(g) dx =

∫

∂Ω
g · n dσ (1)

où dσ désigne la mesure de surfa
e sur ∂Ω (induite par la mesure de Lebesgue dx dans R
d
),

et où l'on rappelle que div(g) := ∂x1
g1 + ∂x2

g2 + · · ·+ ∂xd
gd.

2.2 Formule de Green

La formule de Stokes est fondamentale dans l'analyse des EDP. Elle a notamment pour 
on-

séquen
e dire
te la formule de Green. Prenons g = v∇u où u ∈ C 2(Ω), v ∈ C 1(Ω). Alors on
a div(g) = v∆u +∇v · ∇u où ∆u := ∂2x1

u + · · · + ∂2xd
u. En appliquant la formule de Stokes

(1) on obtient alors:

∫

Ω
v∆u+∇u · ∇vdx =

∫

∂Ω
v ∂nu dσ

où ∂nu := n · ∇u|∂Ω.

(2)

Il s'agit de la formule de Green qui va jouer un r�le 
entral dans tout 
e qui va suivre.
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3 Premier problème modèle

On souhaite étudier le problème,

{

−∆u+ u = f dans Ω

∂nu = 0 sur ∂Ω
(3)

où f ∈ C 0(Ω) est une donnée du problème. Pour étudier (3) on 
ommen
e par le reformuler.

Supposons que u ∈ C 2(Ω). Pour tout v ∈ C 1(Ω) la formule de Green fournit:

∫

Ω
∇u · ∇v + v ∆u

︸︷︷︸

=u−f

dx =

∫

∂Ω
v ∂nu
︸︷︷︸

=0

dσ

On en déduit: {

u ∈ C 1(Ω) et

a(u, v) = ℓ(v) ∀v ∈ C 1(Ω)

ave
 a(u, v) :=

∫

Ω
∇u · ∇v + uv dx

ave
 ℓ(v) :=

∫

Ω
fv dx

(4)

On voit que si u ∈ C 2(Ω) alors (3) ⇒ (4). Y a-t-il une ré
iproque? Rappelons un résultat de

densité (
f 
ours de théorie de la mesure, ou bien 
orollaire IV.23 dans [1℄).

Proposition 3.1.

L'espa
e C 1
0 (Ω) := {v|Ω, v ∈ C 1(Rd) et v = 0 dans R

d \ Ω} est dense dans L2(Ω): pour tout

ϕ ∈ L2(Ω), il existe une suite ϕ1, ϕ2, . . . de C 1
0 (Ω) telle que limn→∞ ‖ϕ− ϕn‖L2(Ω) = 0.

Supposons maintenant que u ∈ C 2(Ω) et véri�e (4), et 
hoisissons v ∈ C 1
0 (Ω) ⊂ C 1(Ω).

D'après la formule de Green, on a:

0
(4)
=

∫

Ω
∇u · ∇v + uv − fv dx

0 =

∫

Ω
∇u · ∇v + v∆u dx

︸ ︷︷ ︸

(2)
=

∫

∂Ω
v∂nudσ = 0

+

∫

Ω
v(−∆u+ u− f) dx

On a don
 �nalement:

∫

Ω
v(−∆u+ u− f) dx = 0 ∀v ∈ C

1
0 (Ω).

Posons ϕ = −∆u+ u − f ∈ L2(Ω) et 
hoisissons une suite ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn de C 1
0 (Ω) qui tend

vers ϕ dans L2(Ω). En 
hoisissant v = ϕn, 
e qui pré
ède s'é
rit 0 = limn→∞

∫

Ω ϕnϕdx =
∫

Ω |ϕ|2dx. D'où l'on tire �nalement ϕ = −∆u+ u− f = 0 dans Ω.
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Comme u ∈ C 2(Ω), on a ∂nu ∈ C 1(∂Ω). Don
 il existe v ∈ C 1(Ω) tel que v|∂Ω = ∂nu. Alors
d'après (4) on a

0 =

∫

Ω
∇u · ∇v + uv − fv dx

0 =

∫

Ω
∇u · ∇v + v∆u dx+

∫

Ω
v(−∆u+ u− f) dx

0
(2)
=

∫

∂Ω
v∂nu dσ =

∫

∂Ω
|∂nu|

2dσ =⇒ ∂nu = 0 sur ∂Ω

Bilan: On a démontré que si u ∈ C 2(Ω) alors (3) ⇐⇒ (4). Pour démontrer que (4) admet

une unique solution, on aimerait appliquer le théorème de Lax-Milgram. Mais on a un sou
i


ar C 1(Ω) n'est pas 
omplet. On va don
 
her
her le plus petit espa
e 
omplet 
ontenant

C 1(Ω) au sens d'une norme "qui mar
he bien" pour notre problème.

4 Dérivation faible

Pour pouvoir dé�nir un 
adre fon
tionnel mieux adapté à notre problème il nous faut introduire

une généralisation de la notion 
lassique de dérivation. On dit qu'une fon
tion u ∈ L2(Ω) est
faiblement dérivable par rapport à la variable xj lorsque:







il existe vj ∈ L2(Ω) tel que
∫

Ω
u∂xj

ϕdx = −

∫

Ω
vjϕdx ∀ϕ ∈ C

1
0 (Ω)

(5)

On dit alors que vj est la dérivée faible de u par rapport à xj . Pour désigner 
ette fon
tion

on adopte une notation plus intuitive, en posant par dé�nition:

∂xj
u := vj .

Pour signi�er que u est faiblement dérivable par rapport à xj on é
rira désormais "∂xj
u ∈

L2(Ω)".

Exemple: Soit I =]0, 2[ et u : I → R dé�nie par u(x) = 0 si x ∈]0, 1] et u(x) = (x − 1) si

x ∈ [1, 2[. Alors u est faiblement dérivable. En e�et soit ϕ ∈ C 1
0 (I) arbitraire. On a:

∫

I
u
dϕ

dx
dx =

∫ 2

1
(x− 1)

dϕ

dx
(x)dx

= [(x− 1)ϕ(x)]21 −

∫ 2

1
ϕ(x)dx

= ϕ(2) (2 − 1)
︸ ︷︷ ︸

=0 
ar ϕ(2)=0

−ϕ(1) 0 −

∫ 2

0
1[1,2](x)ϕ(x)dx

où 1[1,2] est la fon
tion 
ara
téristique de l'intervalle [1, 2] 
'est-à-dire 1[1,2](x) = 1 pour x ∈
[1, 2], et 1[1,2](x) = 0 pour x ∈ R \ [1, 2]. On déduit don
 du 
al
ul pré
édent que

∫

I
u
dϕ

dx
dx = −

∫ 2

0
1[1,2]ϕdx ∀ϕ ∈ C

1
0 (I)

de sorte que 1[1,2] ∈ L2(I) est la dérivée faible de u sur I.
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Gradient faible Dans la suite, si u ∈ L2(Ω) admet une dérivée faible ∂xj
u par rapport à


ha
une de ses variables, on dé�nit son gradient faible

∇u = e1 ∂x1
u+ · · ·+ ed ∂xd

u.

où (ej)
d
j=1 désigne la base 
anonique de R

d
. Dans la suite, pour signi�er que u admet un

gradient faible, on é
rira "∇u ∈ L2(Ω)d ", ou en
ore que "‖∇u‖L2(Ω) < +∞".

Proposition 4.1.

Soit u ∈ C 1(Ω) de sorte que u admet un gradient ∇u ∈ C 0(Ω)d dé�nie au sens 
lassique (sens

fort) par ej · ∇u(x) = limh→0(u(x + hej) − u(x))/h pour j = 1 . . . d, x ∈ Ω. Alors u admet

également un gradient au sens faible ∇u ∈ L2(Ω), et on a ∇u = ∇u.

Démo:

Il su�t de démontrer que ∂xj
u := ej · ∇u = ∂xj

u pour 
haque j = 1 . . . d. Soit ϕ ∈ C 1
0 (Ω)

arbitraire. Appliquons la formule de Stokes (1) en 
hoisissant g = uϕej . Puisque div(g) =
div(uϕej) = ∂xj

(uϕ) = ϕ∂xj
u+ u∂xj

ϕ, on obtient:

∫

Ω
ϕ∂xj

u dx
(1)
= −

∫

Ω
u∂xj

ϕdx
(5)
=

∫

Ω
ϕ∂xj

u dx

On en tire ∫

Ω
(∂xj

u− ∂xj
u)ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ C

1
0 (Ω).

Posons ψ := ∂xj
u − ∂xj

u ∈ L2(Ω). D'après le résultat de densité donné par la proposition

3.1, il existe une suite ϕn ∈ C 1
0 (Ω), n ≥ 0 telle que limn→∞ ‖ψ − ϕn‖L2(Ω) = 0. On a don


�nalement ‖ψ‖2L2(Ω) = limn→∞

∫

Ω ψ(ψ − ϕn)dx ≤ ‖ψ‖L2(Ω) limn→∞ ‖ψ − ϕn‖L2(Ω) = 0. On

en tire don
 �nalement ψ = 0 
'est-à-dire ∂xj
u = ∂xj

u. �

Le résultat pré
édent montre don
 que la dérivation faible étend de manière 
onsistante la no-

tion de dérivation 
lassique que l'on appelle parfois dérivation forte. Désormais nous pourrons

é
rire ∂xj
u sans nous préo

uper de savoir si il s'agit de la dérivée au sens fort ou faible.

5 Espa
e de Sobolev

On dé�nit

H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω) | ∇v ∈ L2(Ω)}. (6)

Il s'agit 
lairement d'un espa
e ve
toriel véri�ant C 1(Ω) ⊂ H1(Ω) ⊂ L2(Ω). Attention 
es

in
lusions sont stri
tes. On munit 
et espa
e du produit s
alaire:

(u, v)H1(Ω) :=

∫

Ω
∇u · ∇v + uv dx ∀u, v ∈ H1(Ω).

Ce produit est bien dé�ni puisque ∇u,∇v ∈ L2(Ω). Il s'agit bien d'un produit s
alaire 
ar

la sesquilinéarité est évidente, (u, u)H1(Ω) = ‖∇u‖2L2(Ω) + ‖u‖2L2(Ω) ≥ 0, et (u, u)H1(Ω) = 0 ⇒

‖u‖L2(Ω) = 0 ⇒ u = 0. On note ‖ · ‖H1(Ω) la norme asso
iée à 
e produit s
alaire:

‖u‖2H1(Ω) = ‖∇u‖2L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

=

∫

Ω
|∇u|2 + |u|2 dx.
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Lemma 5.1.

L'espa
e H1(Ω) est 
omplet pour la norme ‖ · ‖H1(Ω).

Démo:

Soit un ∈ H1(Ω), n ≥ 1 une suite de Cau
hy pour ‖ · ‖H1(Ω). On a ‖un − um‖L2(Ω) ≤
‖un − um‖H1(Ω) don
 un est une suite de Cau
hy dans L2(Ω). Comme L2(Ω) est un espa
e


omplet, il existe don
 g ∈ L2(Ω) tel que

lim
n→∞

‖un − g‖L2(Ω) = 0.

Par ailleurs on a ‖∂xj
un − ∂xj

um‖L2(Ω) ≤ ‖un − um‖H1(Ω), on en tire don
 que pour 
haque

j = 1 . . . d, la suite ∂xj
u, n ≥ 1 est de Cau
hy dans L2(Ω). A nouveau 
omme L2(Ω) est


omplet, il existe un hj ∈ L2(Ω) tel que

lim
n→∞

‖∂xj
un − hj‖L2(Ω) = 0.

Montrons maintenant que, pour 
haque j = 1 . . . d, la fon
tion g est faiblement dérivable

par rapport à xj et que ∂xj
g = hj . Soit ϕ ∈ C 1

0 (Ω) arbitraire. Pour 
haque n ≥ 0 on a

∫

Ω un∂xj
ϕdx = −

∫

Ω ϕ∂xj
un dx ∀n ≥ 0. Par passage à la limite dans L2(Ω) quand n→ ∞ (à

j et ϕ �xés) on en tire:

∫

Ω
g∂xj

ϕdx = −

∫

Ω
hjϕdx ∀ϕ ∈ C

1
0 (Ω).

On en déduit don
 que ∂xj
g = hj ∈ L2(Ω) pour tout j = 1 . . . d, et �nalement g ∈ H1(Ω).

Par ailleurs on a ‖un − g‖2H1(Ω) = ‖un − g‖2L2(Ω) +
∑d

j=1 ‖∂xj
un − hj‖

2
L2(Ω)−→n→∞ 0. Don


(un) 
onverge vers g ∈ H1(Ω) dans H1(Ω). On a don
 �nalement démontré que toute suite de

Cau
hy de H1(Ω) 
onverge dans H1(Ω) de sorte que 
et espa
e est 
omplet. �

Corollary 5.1.

L'espa
e H1(Ω) muni du produit s
alaire (·, ·)H1(Ω) est un espa
e de Hilbert.
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