9 Prise en compte des conditions de Dirichlet

Les conditions aux limites de Neumann ne requiérent aucun traitement particulier. A con-
trario, les conditions au bord de Dirichlet réclament, elles, un traitement spécifique. Pour
fixer les idées considérons une portion du bord du domaine I' C 92 de mesure de surface non
nulle. Supposons que ’on souhaite résoudre le probléme

—Au=f dans,
Opu=0 sur¥X=00Q\T, (14)
u=0 surl.

Une formulation variationnelle possible s’écrit alors

{ Trouver u € Htl)r(Q) tel que
a(u,v) = L(v) Yo € H +(Q).
or (15)

avec a(u,v):/Vu-Vﬁda: et ﬂ(v):/fﬁdw.
) )

Supposons que le maillage ait été généré de sorte que la partie du bord I" associée & la condition
de Dirichlet soit exactement formé d’une réunion d’arétes du maillage I' = U?I:gﬁj comme en
(11). Soit par ailleurs (') := {s € ¥, | s € T'} I'ensemble des sommets du maillage
localisés sur I'. L’espace variationnel discret "naturellement" associé a (15) est alors

Vg =V, N H(I)I(Q)
= {v € €°(QY), v|; € Pi(7) V7 € F et v|p = 0}
= span{p; |s € S, \ S (1)}

Une premiére formulation variationnelle discréte possible pour (15) peut étre obtenue en rem-
plagant H} (Q) par V],

Trouver uy, € V} tel que
{ " (16)

a(up,vp) = L(vy) Yo, € VL.

On peut mettre (16) sous la forme d’un systéme linéaire en utilisant la numérotation des
noeuds. Il faudra prendre garde ici & exclure de la numérotation du maillage tous les noeuds
localisés sur I'. Ceci pose une difficulté d’ordre algorithmique car, en général, les noeuds de
1\ () ne sont pas numérotés de 1 a card(.%4, \ #3(I") ). Pour bien faire comprendre ce
probléme revenons par exemple au maillage considéré a la fin de la section 3.

S6 S7 S8

I = [sg, s7]
S4 S5

S1 52 S3
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Nous avons fait figurer en rouge ci-dessus la portion du bord que nous considérons pour le
bord Dirichlet noté I". Les numéros des noeuds associés a .7, \ 73, (I") sont {1,2,3,4,5} U {8}.
Il ne s’agit pas d’entier consécutifs et, en particulier, {1,2,3,4,5} U {8} # {1,2,3,4,5,6}.
Introduisons les deux ensembles d’indice correspondant & la frontiére I' et & son complémentaire

Jr = {]G {1...NS} ’ S; EF}
Jp :={1...Ns}\ Jr.
Au lieu de (16) on va se ramener a une formulation discréte écrite dans Vy,. Pour up, v, € Vy

se décomposant sur la base des fonctions de formes comme up(x) = > Eil uppr(x) et vp(x) =
Ns e
> ;o1 Vjpj(), on définit

a(up,vp) = G(Zkejl(l UKLk, Zjejl(l vip; ) + Zjejp ujv;

(vp) = E(Zjej(ll Vjp;5)-
La nouvelle formulation s’écrit

Trouver uy € Vp, tel que
. (17)
{ a(up,vp) = L(vy) Vup € Vi,
C’est un exercice simple de démontrer que u, € Vj, est solution de (17) si et seulement si
up, € V), est solution de (16). L’avantage de considérer (17) est que l'on s’est ramené & une
situation pour laquel la numérotation du probléme sans condition de Dirichlet est préservée.
La matrice associée a (17) s’écrit

A= Z Z a(gok,goj)eje;r + Z eje;—

JEIX kel J€Ir

Pour I’écriture de I’algorithme d’assemblage correspondant, on suppose disponible un tableau
qui permet de déterminer (en O(1) opérations) si, pour un j € {1...Ns} donné, on a j € Jr
ou pas. Ceci revient a pouvoir déterminer rapidement si un noeud appartient & I' ou non.
Si un tel tableau n’est pas disponible, il convient de mettre en place une étape préliminaire
permettant de le construire.

Algorithme d’assemblage avec condition de Dirichlet

A=0
for g=1...Nt
for[=1...3
for m=1...3
if(IqJ S 31‘) {AIq’l,IqJ = 1}
if(qum € 3F){‘AIq,mqu,m = 1} (18)
if(Iq,m ¢ Jr and IqJ ¢ 3[‘){
AIq,leq,m = AIq,hIq,m + aTq (‘qu,m, 901,1,1) }
endfor
endfor
endfor
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10 Calcul des interactions élémentaires

Avec les boucles d’assemblage, nous avons vu comment ’assemblage de la matrice (et du
second membre) du probléme se ramenait au calcul de termes de la forme a,(py, ;) localisés
sur un seul triangle 7. Nous allons voir maintenant comment calculer ces termes. Dans ce qui
suit nous exploitons explicitement le fait que I'on considére une discrétisation Py —Lagrange
(et pas par exemple Pp—Lagrange avec k > 2).

Dans ce paragraphe on considére un triangle du maillage 7 € 73, dont on notera s7, s3, s3 les
sommets. Pour 7 = 74, on a donc s}, = sy, k = 1,2,3. On supposera que l'ordre dans lequel
sont donnés ces sommets oriente le triangle 7 dans le sens trigonométrique (les calculs seraient
tout & fait semblables dans le cas contraire).

EP)

10.1 Fonctions de forme locales

Pour rendre les notations plus concises on adoptera la convention de notation suivante: pour

tout entier £ € Z, on pose que s := sj dés lors que kK — j = 3 * ¢ pour un certain entier

q € Z. Ainsi s = s§ = s§,s8] = s}, et s7; = 83 = s{. On introduit en plus des vecteurs
. . sy L o

nj,j =1,2,3 normaux aux arétes [s; 4105 o] dirigés vers U'extérieur de 7, définis par

n; = (8742 — 8j41) X €3 (19)

oil 'on rappelle que ez € R? désigne le 3éme vecteur de la base canonique i.e. e3 = (0,0, 1),
et "x" désigne ici le produit vectoriel usuel. Attention, les vecteurs nj ne sont pas unitaires.
Enfin on notera ¢7,j = 1,2, 3 'unique fonction affine ¢7 € Py (7) telle que

¢i(sp) =0 pourj#k et ¢i(s;)=1

Une telle fonction existe et est unique d’aprés le lemme 2.1. Nous appellerons les ©i fonctions
de forme locale & 7. Cette terminologie est motivée par le fait qu’il existe trois fonctions de

forme "globales" ¢; qui coincident sur 7 avec les ¢7. On a en effet par construction ¢} = Ps7

T . . . . . .
ou encore cqu = 1, ,- Les fonction ¢7 admettent I'expression suivante qui est explicite en

fonction des s7,
x—3sT)-n’

T _ T . T
Sj41 = 85) M

wi@)=1-1
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Cette expression conduit également & une formule trés simple pour le gradient des fonctions
de forme locales. En effet le gradient de (20) donne V7 = —nJ/(s7,; — s7) -m]. On peut
simplifier cette expression, car d’aprés (19) on a

(8741 —87) - mj = (sj1 —s7) - [(8fy0—8j41) ¥ es]
=e3- [(SJT'-H - SJT) x (3;‘-1-2 - S}—-‘rl)]
=2|7|.
Ceci conduit a .
Vol = ——3 . 21
©; o] (21)
Exemple Considérons le cas ot 7 est le triangle de sommets s] = (0,0), s = (1,0) et

s3 = (0,1). Dans toute la suite on notera 7 ce triangle que 'on nomme parfois triangle de
référence. On a dans ce cas |[7| = 1/2 et

g071—($) =1- Tl — T2, Vgp{ = —e] — €y,
(,072—($) =1, V(qu— =€y,
@g(m) = T2, v¢§ = €é3.

10.2 Rigidité élémentaire

Voyons tout d’abord comment calculer les termes de la forme fT Vy; - Vepdx. Observons
simplement que d’aprés (21), chaque V7 € R? est une constante vectorielle. On peut ainsi
directement écrire

T T

T T T T ’I’L] "Ny
/Vgoj -Vpde = Vi -Vgok/da: = A7)

_ (SJT‘+2 - SJT‘+1) (82 = Skhq1)
47|

Cette expression a la vertu d’étre complétement explicite vis-a-vis des coordonnées des som-
mets du triangle.

Exemple Dans le cas ou 7 = 7 est le triangle de référence i.e. s] = (0,0), s; = (1,0)
et s§ = (0,1), la matrice de rigidité élémentaire K™ = (K7,)jk=123 € R3*3 définie par
K;k = fT Vi - Vppde admet Iespression explicite suivante

1 2 -1 -1

Ki==-] -1 1 0
2

-1 0 1

10.3 Masse élémentaire

Pour le calcul des termes de la forme [ ¢j(x)¢x(x)dx, on peut utiliser une autre formule
explicite générale.
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Lemma 10.1 (admis).
Quel que soit le triangle T C R?, étant donnés trois entiers oy, s, a3 € N on a:

Loy lovs]
/@I(m)m%(w)a?wg(w)asdw:217\ e Lk

(2+a1 —|—042+O£3)!

Comme application directe on voit que, quel que soit le triangle 7 C R?, la matrice de masse
élémentaire M™ = (M]T )ik=123 € R3%3 définie par M;k = fT gojfgozdac dépend uniquement de
|7| et est donnée par

7| 2 11
M" = D) 1 21
1 1 2

10.4 Quadrature sur un triangle dans le cas général

On peut avoir & calculer des intégrales plus compliquées que les intégrales élémentaires consid-
érées dans les paragraphes précédents. Etant donné un triangle 7, on se pose alors la question
du calcul de l'intégrale [ g(a)dax =7 sans rien savoir sur la fonction g(a) a priori, si ce n’est
qu’il sagit d’une fonction réguliére.

Pour réaliser un tel calcul, on a recours & une régle de quadrature qui permet de calculer
Iintégrale non pas exactement, mais de maniére approchée. Une régle de quadrature prend la

forme
Q
/g(m)dm o~ Zg(mq)wq.
T q:1

oil les &, € R? (resp. w, € R) sont les points (resp. poids) de la régle de quadrature qui
dépendent du domaine d’intégration i.e. le triangle 7. Voici trois exemples de régles de
quadrature dans un triangle

s] + 85 + 8%
[ otz = (T 1 (222)
s] +s3 sy + 83 st + s8] T
ot = (o) 4 g TS g B I (220)
ST + 8] + s . Sip1t8jpa N T
/g(a:)da: o~ (279(%) + Z 3g(sj)+89(%)> % (22¢)
T j=1,2,3

En utilisant une régle de quadrature on commet une erreur, mais cette erreur est d’autant plus
petite que la triangulation est fine. Dans le cas d’'une méthode d’éléments finis Pg-Lagrange,
Ierreur de quadrature ne déteriore pas la consistance de la méthode dés lors que les régles
de quadrature sont exactes pour les éléments de Pg_o(R?) (dans le cas d'une méthode IP;-
Lagrange il faut donc que la régle soit exacte pour les constantes).

10.5 Quadrature sur une aréte

De méme, on est amené & calculer des intégrales sur des arétes, lors de la prise en compte de
termes de bord par exemple. Considérant une aréte du maillage notée -, on doit donc caluler
des intégrales de la forme f“/g(az)da(:c).
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Etant donné un segment du maillage v, notons s],s) € .7, ses deux extrémités, et || sa

longueur. On peut considérer les régles suivantes

[ stwriote) = o(*15%) (239)

v 2l

[ stario@) = (stab + a0 + gts) L (231)

11 Validation d’un code élément finis

Dans le cas d’'une méthode éléments finis Pi-Lagrange, il existe certains tests trés simples qu’il
est possible d’utiliser pour tenter de débusquer un bug. Si le code passe les tests suivants, cela
ne signifira nullement ’absence de bug. En revanche, si I’échec de 'un des tests impliquera la
présence d'un bug & coup sur.

11.1 Test sur la rigidité

Commencons par observer que, si u € P1(IR?), alors on a exactement u(x) = Z;\I:Sl u(s;)p;(x).
Prenons deux fonctions u,v € P1(R?) définies par u(x) = ay - + By et v(x) = o, - T + By
Notons par ailleurs U := (u(s;))j=1..ns €t V := (v(8;))j=1..Ns, ainsi que la matrice de rigidité
K = (Kjx)jr=.Ns avec K; = [, Vo; - Vopdaz. Alors on a

Ns Ns
oy, - oy |9 :/Vu-Vvdm:/V(Z u(sk)er) Z v(8;5)p;)d
& p=1 j=1
Ns Ns
—ZZ v(s;)u(sg /Vgpk Vyj;dz
k=1 j=1
Ns Ns
=D Kjkv(sj)ulsy) =V -K-U
k=1 j=1

Par exemple, si 'on prend o, = e; et o, = €3 et By, B, qulconque, on adoit avoir VI -K-U = 0.
Si par contre o, = a, = e alors V' - K- U = |Q|. Enfin, avec le méme type de calcul, on
voit que

K-U=0 siU"=(1,...,1).
11.2 Test sur la masse

Notons M = (M, ;) k=1..Ns la matrice de masse définie par M; ;, := fQ @jprdx. Alors, avec
un calcul semblable & celui que nous avons mené ci-dessus pour la rigidité, on a

U'-M-U=|Q] pourUT =(1,...,1).
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